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MODULES C-MINIMAUX SUR DES ANNEAUX POLYNOˆMES TORDUS
GO¨NENC¸ ONAY
Re´sume´. Dans cette article on e´tudie les modules munis d’une ultrame´trique par le point de vue
de la notion geome´trique, C-minimialite´. On donne une caracte´risation comple`te des modules value´s
C-minimaux sur des anneaux non-commutatives de la forme R := K[t;ϕ], ou` K est un corps, ϕ est
un endomorphisme de K et R est le K-alge`bre engendre´ par t, tel que at = taϕ pour a ∈ K.
On en de´duit par exemple que l’anneau des se´ries de Puiseux sur un corps fini F de caracte´ristique
p > 0, est C-minimal comme module value´ sur l’anneau F[t;x 7→ xp], l’anneau des polynoˆmes additives
sur F. De plus, tout ultraproduit K, des corps alge`briquement clos value´s Kpn de caracte´ristique p > 0,
e´quippe´ chacun du morphisme x 7→ xp
n
, selon un ultrafiltre U sur {pn | n ∈ N, et p premier} muni
de l’automorphisme limite, Frobenius non-standard, i.e., σU := limU x 7→ x
pn , est C-minimal comme
K[t;σ]-module value´.
Abstract. In this article we study modules endowed with a ultrametric, from the point of view
of the geometric notion C-minimality. We give a complete characterization of C-minimal valued
modules over non-commutative rings of skew polynomials of the form R := K[t;ϕ], where K is a
field, ϕ an endomorphism of K and R is the K-algebra generated by t, such that at = taϕ for a ∈ K.
We deduce for instance that the ring of Puiseux series over a finite field F of characteristic p > 0,
as a valued module over F[t;x 7→ xp] is C-minimal. Moreover, any ultraproduct K, of algebraically
closed valued fields Kpn of characteristic p > 0, endowed each with the morphism x 7→ xp
n
, following
a ultrafilter U over {pn | n ∈ N, et p prime}, equipped with the non-standart Frobenius, i.e., the
map σU := limU x 7→ x
pn , is C-minimal as a K[t; σ]-valued module.
1. Introduction
Pour nous, une C-relation est une relation ternaire satisfaisant les axiomes suivants :
(1) ∀x, y, z C(x, y, z)→ C(x, z, y),
(2) ∀x, y, z C(x, y, z)→ ¬C(y, x, z),
(3) ∀x, y, z, w C(x, y, z)→ (C(w, y, z) ∨ C(x,w, z)),
(4) ∀x, y x 6= y → C(x, y, y).
Une C-relation interpre`te toujours un arbre (cf. [Adeleke and Neumann, 1998]) : pour des chaˆınes
maximales x, y et z, C(x, y, z), exprime que y et z branchent au-dessus de la` ou` x et y (ou z) branchent.
On rappelle qu’une distance ultrame´trique, est un triplet (M,Γ, d), ou` M est un ensemble, Γ est un
ordre linaire ayant un minimum 0, et d : M2 → Γ, une application surjective, telle que, pour tout
x, y, z ∈M ,
(1) d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,
(2) d(x, z) 6 min{d(x, y), d(y, z)}.
Une distance ultrame´trique induit la C-relation
C(x, y, z)⇔ d(x, y) = d(x, z) > d(y, z).
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Donc un groupe abe´lien ou un corps value´ porte en particulier la C-relation canonique en inversant
l’ine´galite´ ci-dessus :
C(x, y, z)⇔ v(x− y) = v(x− z) < v(y − z).
Une valuation triviale, c’est-a`-dire prenant au plus deux valeurs, induit la C-relation triviale :
C(x, y, z)⇔ x 6= y = z.
De´finition 1.1. On dit qu’une expansion U = (U,C, . . . ) d’une C-relation est C-minimale si, pour tout
U ′ = (U ′, C, . . . ), e´le´mentairement e´quivalente a` U , tout sous-ensemble de´finissable (avec parame`tres)
de U ′, est de´finissable sans quantificateur en n’utilisant que la relation ternaire C.
Remarque 1.2. En pre´sence d’une distance ultrame´trique, la C-minimalite´ se traduit par le fait que
tout sous-ensemble de´finissable (de la structure elle-meˆme) est une combinaison boole´enne de boules
≪ouvertes≫ ou ≪ferme´es≫.
La C-minimalite´ apparaˆıt comme une ge´ne´ralisation commune de la minimalite´ forte et de l’o-
minimalite´. Par exemple, une structure munie de la C-relation triviale est C-minimale si et
seulement si elle est fortement minimale. Plus ge´ne´ralement ces trois notions sont e´troitement
lie´es. Notons e´galement que les the´ories C-minimales sont de´pendantes, i.e, elles ont la proprie´te´
NIP, comme les the´ories fortement minimales, o-minimales et P -minimales (on pourra consulter
[Haskell and Macpherson, 1997] pour les de´finitions des the´ories o-minimales, C-minimales et P -
minimales, dont le the´ore`me 4.2.6 et la discussion qui le pre´ce`de pour le re´sultat concernant NIP).
Noter que si une structure est o-minimale, alors il va de meˆme pour sa the´orie comple`te, i.e. toute
structure qui lui est e´le´mentairement e´quivalente est o-minimale. Cette dernie`re proprie´te´ est fausse
pour les structures fortement minimales et par voie de conse´quence pour les structures C-minimales.
Le groupe additif de Qp, muni de sa valuation p-adique, est C-minimal mais le corps Qp ne l’est pas,
par exemple l’ensemble des carre´s n’y est pas de´finissable sans quantificateur dans le langage des corps
value´s, donc dans le langage des corps e´quipe´s de la C-relation non plus. De fait, un corps value´ est
C-minimal si et seulement s’il est alge´briquement clos (cf. [Haskell and Macpherson, 1994]).
Dans cette e´tude, on reprend les notations et les de´finitions (cf. Section 2 pour un rappel) figurant
dans nos articles [Onay, 2017] et [Onay, 2018]. Soit K un corps et ϕ un endomorphisme de K. On pose
R := K[t;ϕ], K-alge`bre engendre´ par t selon la loi de commutativite´
at = taϕ
pour tout a ∈ K. Dans cette article, on caracte´rise les R-modules value´s C-minimaux.
Nos re´sultats principaux se re´sument dans les trois the´ore`mes ci-dessous.
The´ore`me 1.3. Un R-module trivialement value´ infini M est C-minimal (i.e. fortement minimal
dans ce cas, justifiant la notation M , a` la place de (M, v)) si et seulement si l’une des conditions
ci-dessous est ve´rifie´e :
1. M est divisible et, pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) est fini
2. l’ide´al annulateur de M , {q ∈ R | x.q = 0, ∀x ∈M}, est engendre´ par un polynoˆme irre´ductible r,
R/rR est un corps et M est un (R/rR)-espace vectoriel.
The´ore`me 1.4. Soit (M, v) un module K-trivialement value´ infini et non-trivialement value´. Alors
(M, v) est C-minimal si et seulement si v(M) est o-minimal dans le langage L′V , pour tout r ∈ R\{0},
annM (r) est fini, (M, v) est henselien et si l’une des conditions ci-dessous est ve´rifie´e ;
1. (M, v) est divisible,
2. M>θ.t contient une boule d’indice fini et M = Mtor ⊕ M>θ, ou` Mtor est divisible et fortement
minimal s’il n’est pas fini.
The´ore`me 1.5. Soit (M, v) un module value´ non K-trivialement. Alors il est C-minimal si et seule-
ment s’il est affinement maximal, re´siduellement divisible et tel que v(M) soit une LV -structure o-
minimale.
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Cet article est organize´e comme suit. La section 2 rappelle les de´finitions introduites dans [Onay, 2017]
et [Onay, 2018]. La section 3,5,6 traˆıtent respectivement les cas d’une valuation triviale, d’une valuation
non-triviale et K-triviale et d’une valuation non K-triviale. La section 4 s’agit d’une interlude des
re´sultats ge´ne´raux sur la C-minimialite´ utilise´s dans les sections 5 et 6.
2. Pre´liminaires
Soit K un corps infini, ϕ un endomorphisme de K, et R := K[t, ϕ]. On renvoi le lecteur a` la section 2
de [Onay, 2017] pour les ge´ne´ralite´s sur l’anneau R et les R-modules.
Rappelons les faits suivants.
On appelle polynoˆme un e´le´ment de R et donc un monoˆme un term de la forme tna, ou` a ∈ K et
n ∈ N. Cet anneau est euclidien a` droite, en conse´quence tout r ∈ R s’e´crit comme
r = tns1 . . . s1,
ou` les si sont irre´ducibles et se´parables (i.e., non divible par t). Il s’en suit l’existence du ppcm(r, q)
pour r, q ∈ R. Il vient aussi qu’un R-module est divisible si et seulement s’il l’est par t et par tout
s se´parable. Par un R-module, on entendra un R-module a` droite. Par annM (r) (r ∈ R) on de´signe
l’ensemble des e´le´ments annule´s par r dans un R-module M , i.e., l’ensemble
{x ∈M | x.r = 0}.
La cloˆture divisible d’un sous module A dans un R-module divisible M , est un sous-module A′ ⊇ A
tel que pour tout a ∈ A′ il existe un r ∈ R, non nul avec a.r ∈ A. Les cloˆtures divisibles de A sont
isomorphes au-dessus de A en tant que R-modules (cf. Lemma 2.6 (4) [Onay, 2017] et la discussion
suivant la preuve).
Une K-chaˆıne est un ordre line´aire ∆ avec un maximum∞, muni d’une action de K satisfaisant, pour
tout a, b ∈ K× et δ, γ ∈ ∆ \ {∞}, les axiomes suivantes :
(1) γ > δ → γ · a > δ · a,
(2) γ · ab = (γ · a) · b,
(3) γ · a > γ → δ · a > δ,
(4) γ · (a± b) > min{γ · a, γ · b},
(5) γ · 0 =∞ ; γ · 1 = γ ;∞ · b =∞.
Cet action induit une valuation vK sur K (cf. [Onay, 2018] Proposition 2.4).
De´finition 2.1. On dit que cette action est K-triviale si vK est la valuation triviale, sinon on dit
qu’elle est K-non-triviale.
De´finition 2.2 (R-chains). Une R-chaˆıne (∆, <,∞, ·rr∈R) est une K-chaˆıne telle que
(1) ·t is strictement croissant ∆ \ {∞}, et ∞ · t =∞,
(2) γ · ta = (γ · t) · a et γ · tna = (γ · tn−1) · ta pour tout γ ∈ ∆, et a ∈ K,
(3) γ · r = mini{γ ·mi}, pour tout r ∈ R non nul, ou` les mi sont les monoˆmes de r et pour tout
γ ∈ ∆,
(4) γ ·m1 6 γ ·m2 → (∀δ (δ < γ → δ ·m1 < δ ·m2)) pout tout monoˆmes m1,m2 ∈ R tels que
0 6 deg(m2) < deg(m1), et pour tout γ 6=∞.
De´finition 2.3. Un R-module value´ est un R-module, qui est de plus un groupe abe´lien value´ (M,∆, v)
(en particulier v :M → ∆ est surjective), ou` ∆ est une R-chaˆıne telle que pour tout x ∈M , l’on ait
(1) v(x.a) = v(x) · a, for all a ∈ K,
4 GO¨NENC¸ ONAY
(2) v(x.t) = v(x) · t.
Un R-module value´ est dit K-trivialement value´ (respectivement K-non-trivialement value´) si l’action
de K sur ∆ est K-triviale (respectivement K-non-triviale), i.e., v(x.a) = v(x) pour tout x ∈ M et
a ∈ K. Enfin, (M,∆, v) est dit trivialement value´ si |v(M)| 6 2.
Il est clair que la de´finition ci-dessus d’un R-module K-trivialement value´ co¨ıncide bien avec la celle
donne´e dans [Onay, 2017] (cf. la de´finition 3.4). En particulier l’application x 7→ x.t est injective dans
tout R-module value´.
Soit (M,∆, v) un R-module value´.
Notation 2.4. On rappelle que l’on note θ la coupure de ∆, de´finie par l’axiome (4) en prenantm1 = t
et m2 = 1. Par conse´quent, on note, dans un R-module value´ (M, . . .), inde´pendemment du fait que
cette coupure soit realise´e dans ∆ ;
• M>θ := {x ∈M | v(x.t) > v(x)}
• M>θ := {x ∈M | v(x.t) > v(x)}.
Par ailleurs, tout γ ∈ v(M)\{θ,∞}, on noteM>γ (respectivementM>γ) la boule ferme´e (respectiement
la boule ouverte) centre´e 0 et de rayon γ. Notez que si la sous-module de torsion Mtor est non triviale
alors v(Mtor) = {θ,∞} est un sous R-module trivialement value´ (cf. Lemma 3.10 (3) [Onay, 2017]).
Notation 2.5. Comme dans une R-chaˆıne munie d’une action K-triviale, l’application γ 7→ γ · r est
e´gale a` γ 7→ γ · tk, pour un certain k ∈ N, suivant [Onay, 2017], on notera parfois τ , l’application
γ 7→ γ · t.
De´finition 2.6 (cf. Definition 3.23 [Onay, 2017]). Soit (M,∆, v) un R-module K-trivialement value´.
On dit qu’il est hense´lien si pour tout s se´parable, x 7→ x.s est une bijection de M>θ (autrement dit,
le sous-module M>θ est divisible par les polynoˆmes se´parables).
On peut prendre l’e´nonce´ ci-dessous comme la de´fition d’un R-module re´siduellement divisible et
affinement maximal.
Fait 2.7 (reformulation du The´ore`me 3.35, [Onay, 2018]). (M,∆, v) est re´siduelement divisible et af-
finement maximal si et seulement si pour tout non ze´ro r ∈ R pour tout z ∈ M , il y a un y ∈ M tel
que
• y.r = z,
• v(y.r) = v(y) · r.
De´finition 2.8. Un e´le´ment y ∈M , tel que v(y.r) = v(y) · r, est appelle´ re´gulier pour r.
Rappelons que LV = {<, (·r)r∈R,∞}, dit, le langage des R-chaˆınes et L′V = LV ∪ {(Rn)n∈N}, ou` les
Rn sont des pre´dicats unaires telles que, M |= Rn(γ) si et seulement si, |M>γ/M>γ | > n. Par la suite,
on notera (M, v) pour de´signer un R-module value´.
3. Cas fortement minimal
On conside`re les R-modules trivialement value´s. Notez qu’un R-module trivialement value´ est C-
minimale si et seulement s’il est fortement minimal.
Lemme 3.1. Si M est un R-module fortement minimal infini alors, pour tout r ∈ R \ {0},
annM (r) fini ⇔ (M.r 6= 0)⇔M.r =M.
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De´monstration. Pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) et M.r, e´tant de´finissables, sont finis ou cofinis ;
de plus, e´tant des sous-groupes, ils ne peuvent eˆtre cofinis propres. Si tous les deux sont finis, en
conside´rant l’application M → M,x 7→ x.r, qui a comme noyau annM (r), on devrait avoir M fini.
Donc la seule possibilite´ restante est celle qui est e´nonce´e. 
Lemme 3.2. Soit I un ide´al bilate`re non nul de R. Si ϕn = 1 pour un certain n ∈ N, alors il existe
q ∈ R a` coefficients dans Fix(ϕ) tel que I = tnqR. Si ϕ n’est pas d’ordre fini, alors I est de la forme
tkR pour un certain k ∈ N.
De´monstration. Voir la proposition 2.2.8 dans [Cohn, 1995]. 
Corollaire 3.3. Soit (M, v) un R-module trivialement value´, infini et fortement minimal. Soit I =
{r ∈ R | M.r = 0}. Alors, ou bien I = {0} et dans ce cas M est divisible et les annulateurs annM (r)
sont finis, ou bien I 6= {0} et dans ce cas, I = rR pour un r ∈ R irre´ductible et M est un R/rR-espace
vectoriel.
De´monstration. Le cas ou` I = {0} de´coule du lemme 3.1. Supposons donc I 6= {0}. Remarquons que I
est un ide´al bilate`re et que, par le lemme 3.2, il existe r ∈ K0[t;ϕ], ou` K0 = Fix(ϕ)), tel que I = rR.
Soit d le degre´ de r. Alors pour tout q de degre´ < d ve´rifiant r = qs on a M.q 6= 0 d’ou` par 3.1,
M.q = M . Par conse´quent M.r = M.qs = M.s = 0, d’ou` s ∈ I. Donc q ∈ K. C’est-a`-dire que r est
irre´ductible. Par l’existence du ppcm, et par le the´ore`me de Be´zout, le quotient R/rR est un corps. 
Lemme 3.4. Si M est un R-module fortement minimal, si l’action de t est injective et si ϕ n’est pas
d’ordre fini, alors l’ide´al I ci-dessus est nul.
De´monstration. Si ϕ n’est pas d’ordre fini et si I 6= {0}, par le lemme 3.2, I est engendre´ par tk, pour
un certain k ∈ N>0. Puisque la multiplication par t est injective ceci n’est pas possible. 
Preuve du the´ore`me 1.3. Par ce qui pre´ce`de il suffit de montrer qu’un R-module satisfaisant 1 ou 2
est fortement minimal. SiM est un R-module satisfaisant 1, alors, par la proposition 2.15 [Onay, 2017],
toute partie de´finissable de M est finie ou cofinie. Si M satisfait 2, alors la structure de R-module sur
M co¨ıncide avec sa structure de R/rR-espace vectoriel. Or tout espace vectoriel est fortement minimal.
4. Interlude : conse´quences de la C-minimalite´
Rappelons que dans un groupe (ou module )value´ G, on note G>γ (respectivement G>γ la boule ferme´e
de centre 0 et de rayon γ (respectivement la boule ouverte de centre 0 et de rayon γ). On utilisera tre`s
fre´quemment la proposition ci-dessous.
Proposition 4.1. Si G est un groupe value´ C-minimal alors, pour tout sous-groupe de´finissable infini
propre F de G, il existe γ ∈ v(G), tel que F contient G>γ (ou G>γ), et G>γ (ou G>γ) est d’indice
fini dans F .
De´monstration. Voir [Macpherson and Steinhorn, 1996] ou [Simonetta, 2001] 1.6(ii). 
Proposition 4.2. Soit G = (G, v, . . . ) un groupe value´, porteur de structure additionnelle, et C-
minimal. Alors
1. pour tout γ ∈ v(G), le groupe G>γ/G>γ muni de la structure induite par G est fortement minimal,
2. la chaˆıne v(G) munie de la structure induite par G est o-minimale.
De´monstration. Voir [Macpherson and Steinhorn, 1996]. 
Corollaire 4.3. Soit (M, v) un R-module value´ C-minimal. Notons K/vK le corps re´siduel associe´ a`
la valuation vK induit par l’action K sur v(M). Alors,
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(1) pour tout γ ∈ v(M), M>γ/M>γ est un (K/vK)-espace vectoriel fortement minimal et,
(2) la R-chaˆıne v(M) est o-minimale.
Remarque 4.4. Dans le point 1 ci-dessus, si (M, v) est K-trivialement value´, i.e. si vK est triviale, alors
K/vK = K et donc tout M>γ/M>γ est un K espace-vectoriel.
5. Cas d’une valuation non triviale et K-triviale
Une des implications du the´ore`me 1.4 est contenue dans la proposition suivante.
Proposition 5.1. Si (M, v) est un module K-trivialement value´ divisible henselien, si pour tout q ∈
R \ {0}, annM (q) est fini et si v(M) est o-minimal dans le langage L′V , alors (M, v) est C-minimal.
De´monstration. Noter qu’un tel (M, v) est re´siduellement divisible et affinement maximal par le co-
rollaire 3.29, [Onay, 2017]. Nous renvoyons donc a` la preuve de la proposition 6.1 dont la pre´sente
proposition n’est qu’un cas particulier. 
Lemme 5.2. Soit (M, v) un module K-trivialement value´, tel que
(1) Mtor est fini et M =Mtor ⊕M>θ, et
(2) M>θ est divisible et v(M) est o-minimal.
Alors (M, v) est C-minimal.
De´monstration. SiMtor = 0 alors,M =M>θ est divisible henselien donc C-minimal par la proposition
pre´ce´dante. Sinon, soit N ′ une cloˆture divisible de Mtor. Posons N := N
′⊕M>θ et on e´tend v a` N en
posant v(xtor + x>θ) = θ si xtor est non nul. D’ou` (N, v) est divisible henselien et v(N) = v(M), donc
(N, v) est C-minimal par la proposition pre´ce´dente. Alors M =
⋃
a∈Mtor
M>θ + a, est une union finie
de boules de N , par conse´quent il est C-minimal. 
Une conse´quence imme´diate des deux re´sultats pre´ce´dents est :
Corollaire 5.3. L’anneau de valuation d’un corps de caracte´ristique p > 0, parfait, muni d’une
valuation henselienne, de corps re´siduel fini ou p-clos, et de groupe de valuation divisible, est C-minimal
en tant que Fp[t;x→ xp]-module value´.
De´monstration. Un groupe abe´lien ordonne´ divisible est o-minimal, donc a fortiori sa restriction a`
la structure de Fp[t;x → xp]-chaˆıne. Le corollaire de´coule donc du lemme 3.24 [Onay, 2017], avec la
proposition 5.1 si le corps re´siduel est p-clos et avec le lemme 5.2 si le corps re´siduel est fini. 
Exemple 5.4. Soit R = Fp[t;x 7→ xp]. L’anneau des se´ries de Puiseux sur Fp ou sur un corps p-clos
est C-minimal en tant que R-module value´, mais le corps des se´ries de Puiseux ne l’est pas (en tant
que R-module).
Le lemme ci-dessous, avec le lemme pre´ce´dent, montreront que la condition 2. cite´ dans le the´ore`me
1.4, implique la C-minimalite´.
Lemme 5.5. Soit (M, v) un module K-trivialement value´ henselien et tel que
(1) Mtor est fini et M =Mtor ⊕M>θ,
(2) M>θ.t contient une boule de la forme M>γ ou M>γ, qui est d’indice fini dans M>θ.t et v(M>θ)
est o-minimal.
Alors (M, v) est C-minimal.
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De´monstration. Si M>θ est divisible, alors l’assertion suit de lemme ci-dessus.
Montrons d’abord que la valuation sur M>θ de´termine une et une seule valuation sur chacune de ses
cloˆtures divisibles (toutes sont de´ja` isomorphes en tant que R-modules). Soit N une cloˆture divisible
de M>θ. Alors, puisque M>θ est divisible par tous les polynoˆmes se´parables, x ∈ N si et seulement
si x.tn ∈ M>θ pour un certain n ∈ N . Soit alors x ∈ N \M>θ et n minimal tel que x.tn ∈ M>θ.
Soit γ = v(x.tn). On de´finit v¯(x) comme le couple (γ, n). Si y ∈ N \M>θ est tel que v¯(y) = (δ, k), on
de´cre`te que v¯(x) < v¯(y) si et seulement si τk(γ) < τn(δ). Il est imme´diat de ve´rifier que (N, v¯) est un
module K-trivialement value´, et que v¯ prolonge v.
Montrons maintenant que M>θ s’identifie a` une union finie de boules de (N, v¯). Soit B la boule de
M , d’indice fini dans M>θ.t, dont l’existence est donne´e par l’hypothe`se du corollaire. Montrons que
B est en fait une boule de N . Soit γ le rayon de B, i.e. B = M>γ ou B = M>γ . Soit x ∈ N \M>θ ,
avec v(x) > γ, et soit k > 1 minimal tel que x.tk ∈ M>θ. On a, v(x.tk) > τk(γ) > γ. Or M>θ.t ⊃ B
implique x.tk−1 ∈ M>θ. Contradiction. D’ou` B = N>γ ou B = N>γ . En e´crivant M>θ.t =
⋃
iB + ai,
on a M>θ = B.t
−1 + a.t
−1, ou` B.t−1 est ne´cessairement la boule ouverte ou ferme´e de rayon τ−1(γ)
et ai.t
−1 est l’unique bi ∈ N tel que bi.t = ai. Par conse´quent,M>θ est une union finie de boules de N
doncM est une union finie de boules de N ⊕Mtor et il suffit de montrer que N ⊕Mtor est C-minimal.
Puisque (N, v) est divisible henselien sans-torsion, le lemme 5.2 dit qu’il suffit de montrer que v(N)
est o-minimal.
Montrons d’abord que v(N) est la cloˆture de v(B) par τ−1. Soit x ∈ M>θ, tel que x.t /∈ B. On a
v(x.t − ai) > v(x.t) = v(ai) pour un certain i ∈ {1, . . . , n}. Dans ce cas , v(x.t2) > v(x.t) et donc
pour tout i, v(x.t2 − ai) = v(ai). Alors x.t2 ∈ B ne´cessairement. Par ailleurs, si x.t ∈ B de meˆme
pour x.t2. Donc N est aussi la cloˆture divisible de B. D’ou` v(N) est la cloˆture de v(B) par τ−1,
v(N) =
⋃
i∈N τ
−iv(B), et chaque τ−iv(B) est isomorphe a` v(B) donc ils sont tous o-minimaux.
Puisque v(M) est o-minimal v(M)\{θ,∞} est dense ou discret : SoitDE l’ensemble des points ayant un
voisinage dense et DI l’ensemble des points ayant un pre´de´cesseur et un successeur ; par o-minimalite´,
v(M) se partionne comme DE ∪DI ∪F , avec F fini, plus pre´cisement DE et DI sont des unions finis
d’intervalles se´pare´s par au moins un point de F ; par ce que τ est strictement croissant, il pre´serve
chacun des trois ensembles, DE, DI et F , et parce qu’il n’admet aucun point fixe sur v(M) \ {θ,∞},
F \ {θ,∞} = ∅, par conse´quent v(M) \ {θ,∞} = DE ou v(M) \ {θ,∞} = DI.
Maintenant, par [Pillay and Steinhorn, 1987], si v(M) est discret alors τ est une translation sur v(M)
et donc v(N) est discret et τ reste une translation. Sinon si v(M) est dense, par construction v(N) est
dense. Dans le deux cas, la v(N) est o-minimal par le corollaire 1.16 de [Maalouf, 2010]. 
Les lemmes qui suivent e´tablissent des re´ciproques aux re´sultat ci-dessus et ainsi comple`tent la preuve
du the´ore`me 1.4.
Lemme 5.6. Soit (M, v) un module K-trivialement value´, C-minimal, infini. S’il existe a ∈ M tel
que v(a) < θ alors M est divisible.
De´monstration. Soit q ∈ R, non nul. S’il existe un a ∈ M comme ci-dessus, alors v(M.q) n’a pas de
premier e´le´ment. Si M.q 6= M alors par la proposition 4.1 il contient un sous-groupe H de la forme
M>γ ou de la forme M>γ qui est d’indice fini dans M.q. Alors M.q est la re´union disjointe finie des
H + ai et donc v(M.q) a un premier e´le´ment. Contradiction. 
Lemme 5.7. Soit (M, v) un module non trivialement value´ qui est K-trivialement value´ et C-minimal.
Alors, pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) est fini.
De´monstration. Si annM (r), est une partie propre infini de M , alors par la proposition 4.1 il existe
γ ∈ ∆ tel que annM (r) contient une boule de la formeM>γ ouM>γ qui est d’indice fini dans annM (r).
Comme v(annM (r)) = {θ}, on obtient γ = θ ; dans ce cas la`, on a ne´cessairement M>θ = 0 et donc
annM (r) = M>θ = Mtor. Cela implique en particulier ∞ est l’unique e´le´ment qui est strictement> θ.
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Puisque (M, v) est non trivialement value´, il existe donc des e´le´ments de valuation < θ. Par le lemme
ci-dessus M est alors divisible ; d’ou` Mtor est divisible. Or ceci contredit le fait que Mtor est annule´
par un seul e´le´ment. 
Corollaire 5.8. Soit (M, v) non trivialement value´, K-trivialement value´ et C-minimal. Si Mtor est
infini alors Mtor est divisible et fortement minimal.
De´monstration. Mtor se plonge dans le R-module M>θ/M>θ qui est fortement minimal, on a la divi-
sibilite´ de M>θ/M>θ par le lemme ci-dessus et par le lemme 3.1, d’ou` la divisibilite´ de Mtor. Alors par
la proposition 2.15 dans [Onay, 2017], tout sous-ensemble de´finissable de Mtor est une combinaison
boole´enne d’ensembles du type annM (r), avec r ∈ R \ {0}. D’ou`, par le the´ore`me 3.1 et par le fait que
chaque annulateur est fini, la forte minimalite´ de Mtor. 
Lemme 5.9. Soit (M, v) un module K-trivialement value´ C-minimal. Alors (M, v) est henselien.
De´monstration. On va conside´rer 2 cas :
a. v(M>θ) n’a pas de premier e´le´ment. Par la proposition 4.1, si M>θ.r (r ∈ R \ 0) n’est pas e´gal a`
M>θ, alors il contiendrait une boule ouverte ou ferme´e d’indice fini. En particulier, ou bien v(M>θ.r)
aurait un plus petit e´le´ment ou bien pour un certain γ > θ on auraitM>θ.r =M>γ . Ces deux cas sont
impossibles car si r est se´parable et x ∈M>θ, on a v(x.r) = v(x).
b. v(M>θ) a un plus petit e´le´ment. Soit γ0 ce plus petit e´le´ment > θ. Soit s ∈ Rsep. E´crivons s comme
tq+ a avec a ∈ K. Encore par le lemme 4.1, si M>θ.s 6=M>θ alors il contient un certainM>γ ouM>γ
qui est d’indice fini dansM>θ.s. Supposons que c’estM>γ , l’autre cas se traite de meˆme. PuisqueM>γ
est d’indice fini dans M>θ.s, il existe γ1, . . . γk tel que γ0 < γ1 < · · · < γk = γ avec γi+1 le successeur
de γi dans v(M). Soit x de valuation γ0, alors x0 := (x−x.a−1(tq+a)) = (x−x.a−1s) est de valuation
> γ1 > γ0. Ainsi on de´finit xi := (xi−1− xi−1.a−1s), avec v(xi) > γi, pour 1 6 i 6 k. Donc v(xk) > γ.
Par conse´quent xk est divisible par s, et donc x aussi. On a montre´ que M>θ est divisible par les
polynoˆmes se´parables, i.e. (M, v) est henselien. 
Par ce qui pre´ce`de, on peut supposer que M =M>θ et que Mtor est fini. Il nous reste alors a` montrer
le re´sultat suivant, avec lequel s’ache`ve la preuve du the´ore`me 1.4.
Lemme 5.10. Soit (M, v) un module K-trivialement value´ C-minimal non divisible et tel que M>θ =
M et Mtor est fini. Alors M =Mtor ⊕M>θ.
De´monstration. PuisqueMtor est fini la multiplication par t induit une bijection deMtor. DoncMtor =
annM (t
k − 1) pour un certain k ∈ N \ {0}. Par conse´quent, Mtor n’est pas divisible donc M non plus.
DoncM.(tk−1) contient une boule (ouverte ou ferme´e) qui y est d’indice fini, d’apre`s le lemme 4.1. En
particulier le quotient M.(tk − 1)/(M>θ ∩M.(tk − 1)) est fini ; de plus il est sans torsion. Or, puisque
R est infini, le seul module sans torsion fini est le module 0. Cela implique que M.(tk − 1) ⊂M>θ.
Montrons l’inclusion re´ciproque M>θ ⊂ M.(tk − 1) : (M, v) est henselien par le lemme ci-dessus ; en
particulier M>θ est divisible par le polynoˆme t
k − 1 ; cela implique que la suite ci-dessous est exacte
(et clairement scinde´e) :
0 −→Mtor −→M
.(tk−1)
−−−−−→ (M>θ) −→ 0.
D’ou` M>θ est facteur direct dans M . 
6. Cas d’une valuation non K-triviale
Les propositions ci-dessous e´tablissent la preuve du the´ore`me 1.5. Rappelons que (M, v) est dit
re´siduellement divisible, si pour tout non zero r ∈ R, non zero z ∈M il existe y ∈M , tel que
v(z − y.r) > v(y.r) = v(y) · r.
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Notons que l’e´galite´ dans l’expression ci-dessus peut ne peut eˆtre toujours ve´rifie´e (on peut penser au
cas ou` y est non zero et annule´ par r.)
Proposition 6.1. Un module value´ (M, v) affinement maximal, re´siduellement divisible, ayant sa
chaˆıne v(M) o-minimale et tel que, pour chaque r ∈ R \ {0}, annM (r) est fini, est C-minimal.
De´monstration. Par [Onay, 2018], The´ore`me 4.6, on sait que toute formule a` une seule variable libre
x, avec parame`tres, est e´quivalente a` une formule de la forme
φ(x) ∧ ψ(v(t1(x)), . . . , v(tk(x)), γ),
ou` φ est une formule sans quantificateur avec parame`tres dans le langage des R-modules, ψ est une
formule sans parame`tres de L′V , les ti sont des termes avec parame`tres dans le langage des R-modules
et γ est un n-uplet d’e´le´ments de v(M). En particulier, φ est une combinaison boole´enne de formules
de la forme x.r = b. Puisque annM (r) est fini, elle de´finit un ensemble fini ou cofini. On se rame`ne
donc a` montrer que ψ(v(ti(x))i) de´crit une combinaison boole´enne de boules ouvertes ou ferme´es.
On se contentera de montrer que l’on peut remplacer les termes v(ti(x)) par des termes de la forme
τk(v(x−ci)) ou` k ∈ N et ci ∈M . Ainsi ψ sera de la forme ψ′(v(x−c1), . . . , v(x−cn)). La C-minimalite´ de
(M, v) suit alors de l’o-minimalite´ de la R-chaˆıne v(M) par des conside´rations ultrame´trique ge´ne´rales
(comme il a e´te´ explicite´ dans la preuve de la proposition 36 de [Maalouf, 2010]).
Les termes ti(x) sont de la forme x.ri − ai (ri ∈ R, ai ∈ M). Par divisiblite´ de M , il existe bi ∈ M
tel que bi.ri = ai. Ainsi chaque terme ti(x) est e´gal a` un terme de la forme (x− bi).ri. La preuve sera
donc acheve´e de`s que nous aurons prouve´ l’assertion suivante :
Etant donne´ r ∈ R \ {0}, il existe un recouvrement fini de M par des ensembles dont chacun, disons
E, est une combinaison boole´enne de boules de M et tel que pour un certain parame`tre d, (M, v) |=
∀x ∈ E, v(x · r) = v(x − d) · r.
En effet, d’une part par le re´sultat 3.36 dans [Onay, 2018], on a
∀x
∨
c∈annM (r)
v(x.r) = v((x− c).r) = v(x − c) · r.
Et d’autre part, pour tout c0 ∈ annM (r), l’ensemble {x ∈ M | v((x − c0).r) = v(x − c0) · r} est
exactement l’ensemble des e´le´ments x tel que x − c0 est re´gulier pour r, et est e´gal, par le meˆme
re´sultat, l’ensemble {x | v(x − c0) = max{v(x − c0 − c); c ∈ annM (r)}}. Ce dernier ensemble est
clairement une combinaison boole´enne de boules.

Pour la de´monstration suivante on rappelle que l’ensemble SautM (r) (note´ JumpM (r) dans
[Onay, 2018]) est l’ensemble des valeurs γ tel qu’il existe un x ∈M de valuation γ satisfaisant
v(x.r) > v(x) · r.
Proposition 6.2. Soit (M, v) un module value´ non K-trivialement et C-minimal. Alors (M, v) est
affinement maximal et re´siduellement divisible, et pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) est fini.
De´monstration. Puisque vK est non triviale sur K, v(M) n’est pas minore´. Or SautM(r) est fini pour
tout r ∈ R \ {0} donc annM (r) ne peut pas contenir de boule propre d’indice fini et doit eˆtre fini. De
plus, pour les meˆmes raisons, v(M.r) n’est pas minore´, donc M.r ne peut contenir de boule propre
d’indice fini et M.r =M . D’ou` M est divisible.
Supposons que (M, v) n’est pas affinement maximal. CommeM est de´ja` divisible, il est re´siduellement
divisible. Dans ce cas, par le the´ore`me 3.35 [Onay, 2018], il existe r ∈ R \ {0} et y ∈M \ {0} tels que
pour tout x ve´rifiant x.r = y, x est irre´gulier pour r. Puisque M est divisible, l’ensemble A := {x ∈
M | x.r = y} est non-vide et puisque annM (r) est fini, il s’e´crit comme A = {x1, . . . , xk}. Posons
γ = maxi{v(xi)} et prenons x ∈ A de valuation γ. Alors y ∈ M>γ·r \ (M>γ) .r. On va montrer que
ceci conduit a` une contradiction. Puisque γ est un saut, il est limite infe´rieure dans v(M) des e´le´ments
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δ ∈ v(M) \SautM (r) par le lemme 2.11 [Onay, 2018] et par la finitude de SautM (r) ; donc il est limite
des e´le´ments δ tel que v(M>δ.r) et v(M>δ·r) de´finissent le meˆme segment final de v(M). Cela impose
que M>γ·r = (M>γ) .r. Contradiction. 
Enfin, on donne une conse´quence du re´sultat ci-dessus dans le cas des corps value´s : par le lemme
2.11 [Onay, 2018], il suit qu’une R-chaˆıne o-minimale est dense et pleine et il suit par le corollaire
[Onay, 2018] 2.26, qu’une R-chaˆıne pleine et dense est o-minimale. De plus, par la remarque 2.29
[Onay, 2018], un groupe abe´lien ordonne´ plein comme R-chaˆıne est divisible. Ensuite, par l’exemple
2.28(2) [Onay, 2018], la R-chaˆıne v(K), d’un corps aux difference value´ (K, σ, v), ou` R = K[t;σ] est
pleine et dense que v(K) est un Z[σ]-module (de nouveau par [Onay, 2018], 2.28). Enfin par le corollaire
[Onay, 2018], un corps value´ hense´lien (K, v) de caracte´ristique p > 0 est alge´briquement maximal si
et seulement s’il est affinement maximal comme K[t;x 7→ xp]-module value´.
Corollaire 6.3. On a :
• Soit (K, v) un corps value´ infini hense´lien et de caracte´ristique p > 0. Alors (K, v) est C-
minimal comme K[t;x 7→ xp]-module value´ si et seulement s’il est alge´briquement maximal
avec un corps re´siduel p-clos et un groupe de valuation divisible.
• Soit K l’ultraproduit des corps alge`briquement value´s Kpn , de caracte´ristique p > 0, e´quippe´
chacun du morphisme x 7→ xp
n
, selon un ultrafiltre U sur {pn |n ∈ N, et p premier}. Kpn muni
de l’automorphisme limite, Frobenius non-standard, i.e., σU := limU x 7→ xp
n
, est C-minimal
comme K[t;σ]-module value´.
Remarque 6.4. Noter que en prenant un ultrafiltre trivial, le second point ci-dessus implique le premir.
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